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Quelques regles de mecanique quantique

* Un hamiltonien permet de déterminer les €énergies des états propres d’un
systéme quantique: 4 h’

)= Elw) & 2wy 4 (x)y - E

* Un hamiltonien permet de déterminer I’évolution d’un état quantique:

Ay =in 20 e o) -v0 - i-0)

» H est un opérateur hermitique: H' = H

— Les valeurs d’énergie sont réelles it

— Préservation de la probabilité totale = =) U= exp(——] U'=U"

h

Que I’hamiltonien d’un systéme quantique 1solé soit hermitique semble aller de soi...
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The condition of self-adjointness ensures that the eigenvalues of a Hamiltonian are real and
bounded below. Replacing this condition by the weaker condition of 7 symmetry, one obtains
new infinite classes of complex Hamiltonians whose spectra are also real and positive. These PT
symmetric theories may be viewed as analytic continuations of conventional theories from real to

complex phase space. This paper describes the unusual classical and quantum properties of these
theories. [S0031-9007(98)06371-6]

PACS numbers: 03.65.Ge, 02.60.Lj, 11.30.Er

Les auteurs montrent qu’un Hamiltonien peut avoir un
spectre a valeurs propres réelles et conserver la probabilité |:| A2 - A\ N
s’il satisfait a la symétrie parite-renversement du temps (PT) =P —(IX

Le spectre est entierement reel et
: : discret pour N>2.



[’¢tude de la symetrie PT dans I’espace des
etats de polarisations




La polarisation de la lumiere
E=E, cos(kz—ot+¢,)i +E,, cos(kz—a)t+g0y)f

* Le vecteur champ ¢lectrique parcourt une ellipse dont 1’inclinaison et 1’excentricité dépendent
des valeurs de E,, Ey,, et ¢,- ¢, :

Notation condensée de Jones:
EOx eXp ( wa )
EOy exp(igoy)
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[’operateur PT agissant sur les ¢tats de polarisation
« Opérateur parité: (x,y,2) i» (-X,-Y,-Z) ,

e Opérateur renversement du temps:

P

» Opérateur PT: @‘Z -

(R

R

L’opérateur PT consiste a renverser seulement le sens de rotation de ’ellipse.
On remarqgue que P et T commutent et que ( PT )2 =




Représentation dans le formalisme de Jones

Base {h,v}

5 (10
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Base {g,d}
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Po.ay = 1 0

complexe conjugue
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Matrices de Jones PT-symetriques
» Une matrice de Jones Jo est PT-symétrique ssi elle commute avec I’opérateur PT

PT J, =J, PT

» Faisons ce calcul dans la base {h,v}, pour laquelleona @ PT,  =-C Le signe négatif devant le

C ne joue aucun réle

a b " P
Soit Jpr =(C d] anrsPTJPTz(:i* :Z*jC:JPTPT:(_i _gjc —> a,b,c,d eR
()

Jpr s’exprime différemment selon la base considérée.

| B+ly O+In
EX.: J — .
i [5477 ﬂ—iylg,d} - FioieR




Théoreme d’algébre lineaire

(tres utile en mécanigue quantique)

Soient M et N deux operateurs qui commutent et qui sont
diagonalisables. Alors, il existe une base de vecteurs propres
commune a M et N qui permet de diagonaliser ces deux matrices.

M et N n’ont pas nécessairement les mémes valeurs propres.

En 2D, si les valeurs propres sont dégenerees, on est dans le cas trivial d’une matrice proportionnelle a la matrice 1dentité.



Valeurs propres de 1’opérateur Jpr
Soit U un vecteur propre commun a PT et Jo; : PTU = AU JorU =AU

PTJ, . G=PTAT=A"A0
J.PTU =0, A0=AA0

-j}AeR

Quand J.+ et PT partagent un vecteur propre, la valeur propre
associee a Jo est réelle.

Peut-on en conclure que les valeurs propres de Jo+ sont toujours reelles?
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Calcul des vecteurs propres de PT et Jp

PT J, =J, PT
 Dans la base {h,v},ona : PT{h y -C U:[Cl
| C

2

j . {ClhcifR

b a+ a—dY’
s 29 vl

ab,cdelR

On note que les vecteurs propres de Jo sont aussi vecteurs propres de PT seulement
Sl A, eR .
Mais ceci arrive seulement pour : A=(a—d)’/4+bc>0

Pour A <0 , Jor et PT ne partagent pas de vecteurs propres. Les valeurs propres de
Jor sont complexes conjuguees.

Pour A =(Q , les valeurs propres et les vecteurs propres de J.+ sont dégeneres.
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Récapitulation

b
(o o) 2BCAER A=(a-d)/asbe

 Selon les valeurs que prennent a,b,c, d, on a trois cas possibles:

— A > 0: les vecteurs propres de J.sont partagés par PT et les valeurs propres de J.; réelles
: on dit qu’on a la symétrie PT non brisée.

— A <0: les vecteurs propres de Jor et PT ne sont pas partagés et les valeurs propres de Jo+
sont complexes conjuguées: c¢’est la symétrie PT dite brisee.

— A = 0: la frontiere entre les deux régions correspond a la coalescence des vecteurs et
valeurs propres, qu’on appelle aussi point exceptionnel (PE).

Il semble que le theoreme qu’on a vu tout a I’heure sur le partage des
vecteur propres entre opérateurs qui commutent soit erroné.

ue se passe-t-11?
JJ Q P 12




Antilinearité de PT

 On pouvait penser que, parce que PT et Jo- commutent, Ils devaient
partager des vecteurs propres.

 Pour affirmer cela, nous nous sommes bases sur un theoreme qui
s’applique a des opéerateurs lin€aires.

. PT {Clul +CZUZ} = Cl‘] PT (Ul)_I_CZJPT (UZ)

PT {c,l, +c,u,} =c, PT(U,)+c, PT (,)

L’antilinéarité de PT provient de 1’opérateur de renversement du temps.

* Le théoreme ne s’applique donc pas a notre operateur PT.
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Peut-on tirer parti de la symétrie PT en
physique des lasers?

Deux résonateurs qui presentent cette symetrie.
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Deux résonateurs ayant la symétrie PT

1. Résonateur combinant I’effet Faraday et la diatténuation

Miroir diatténuant

/ Caracteéristiques du miroir M,:

 Presence de diattenuation entre les deux axes
principaux orthogonaux

« Aucun déphasage

Parametre de controle: le champ magnétique
0 (B 0
» :( | exp (ip( Z))J ", :(\rzl\ ]
exp(—ip(B.)) 0 e 0 —|n,) .

Matrice d’un aller-retour est PT symétrique:  J - = M, M,

LCcEN N



Deux résonateurs ayant la symétrie PT (suite)

2. Résonateur torsadé:

Miroirs anisotropes

1] )
1] )
y S
) )
) )
) )

\ 4

N _y X1 (axe rapide Mg)
\ -7/
\/(’”T OL/2 ;x

SN .
~ax, (axe rapide M,)

LCcEN N

Caractéristiques des miroirs anisotropes:

« AXes principaux mutuellement orthogonaux;

* Preésence de diatténuation et d’un déphasage
de & entre les axes principaux;

Parametre de contrdle: I’angle de rotation a

v 0
0 I/iZ X)) O ]"22 X322

T(a/2) = cos(a/2) —sin(a/?2)
(@ )_(sin(aIZ) cos(@/2) ), ,

Matrice d’un aller-retour: J, . =TM,T TM,T



Matrice d’un cycle dans un résonateur torsadé

g ; W £ a2
0 Emission \ ./
* faser ‘I _ - =% x;(axe rapide
E gl Xe)
2 * x,(axe rapide
Ma)

Matrice de Jones d’un aller-retour (exprimée dans la base circ. gauche / circ. droite) :

] :l[ (r21+r22)(r11+r12)exp(2ia)+(r21_r22)(r11_r12) (r21+r22)(r11rlz)eXp(ia)+(r21rzz)(r11+r12)exp(ia)J
4 (r21 T r22)(r11 B rlZ)eXp(_ia) ki (r21 — Iy )(rll T r12)eXp(ia) (r21 + r22)(r11 + rlZ)eXp(_Zia) + (r21 — I )(I’ll - r12) {0.d}

Celui-ci a bien la forme canonique: J,; = (

o—In p[-ly

Le parametre « peut étre utilisé pour balayer la symétrie brisée x=y° /(52 +7°)>1 et non
brisée (y <1).

p+1y 5+i77j o BoyneR
9.4}

|l existe une valeur critique = ape pour laquelle ¥ =1. En ce point, on a un PE.




Experiences d’oscillation laser: etude des valeurs propres

Expérience Valeurs propres Seuil d’oscillation

M4 Symétrie R Symétrie Symétrie o Symétrie
l non brisée Symétrie brisée non brisée non brisée Symeétrie brisée non brisée

silice

Magnitude

threshold (arb. unit)

IS
S
o
=
o)
a
a
S
=
a
e
@
o
S
o
(%2}
o]
<

(92% OC
(HR @1030 nm @1030 nm)

HT @940 nm)

Phase (units of n)

105 120

i/ Réf.: Bisson et Nonguierma, Phys.Rev. A,102, 043522, 2020. 18
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Les états propres

Les états polarisation coalescent a op=25°

Réf.: Bisson et Nonguierma, Phys.Rev. A,102, 043522, 2020.




Contraste de 1’onde stationnaire

1

[’élimination du contraste de 1’onde
stationnaire avec le résonateur torsadé pour la
symeétrie PT brisée permet une utilisation
optimale du gain dans le milieu amplificateur
et prévient I’émission dans plusieurs modes.

Miroirs anisotropes

. / \ .

Miroir anisotrope

L’ ¢élimination du contraste de I’onde
stationnaire n’est cependant pas possible avec
le résonateur exploitant I’effet Faraday

0.9
% ’ ’ 03  -02  -01 0 0.1 0.2
: R Faraday Rotation (rad.)
G CVER N 20

Contraste de
I'onde stationnaire
o
(e}

(§)]



https://doi.org/10.1515/nanoph-2022-0783

n _(,B+i7/ 5+i77j |:>'|'

o \s-in p-iy

z=7/(6%+1?) r<l z>1
Symetrie non brisée Symétrie brisée
Valeurs propres réelles Valeurs propres complexes conjuguées

Hermitien
=)

Les matrices de Jones Hermitiennes (polariseurs) ou unitaires de déterminant unité (lames a
retard) sont des cas particuliers de matrice PT-symeétrigues. Les premieres sont associées a
=0 etlessecondesay—x .
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Mercl pour votre attention!
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Analogie entre la propagation de la lumiere et la MQ

Eq. de Schrodinger Eq. d’onde paraxiale
U(—)V/t
z .
o> mi n, (X, Y);' n(%y)
2zn(X,y)
hz 2 . al/j A VY _1 2 272'( \ . 8u
_ _ih —V U——n(X,y)u=1—
ZmV w+V (X)y =in o <—> kL4 (X,Y) -
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Un exemple...

(@) Spontaneous breaking (b)
Below PT breaking threshold of PT symmetry Above PT breaking threshold A Single ring

Free spectral
range Aw

I Multimode lasing
Evenly pumped
double ring

Supermode 1 (even) Amplified mode

() (W] - L J)

loss oo nm, loss gain

Supermode 2 (odd) Lossy mode

P Wy Py

(- (- (-] L
loss gain loss gain

Frequency

splitting
Sw

Net gain g(w) [arbitrary units]

da,

Broken-symmetry mode pair PT-symmetric
dt '

oy S i & double ring
‘ Enhanced
“ gain contrast
*h()-‘)‘: Z

Singlemode lasing

= —lwpay + l-xbn + Ya,0n

dby,

dt = _iwnbn + I'.FCIIH + Ybnbn

1,2 Yan Vb Va, = Vb,\°
‘;‘-’:'il"z'} =wpti = 2 =+ ki _( = 2 '“) ’

In the PT-symmetric case, 1.€. Yo, = —Vp, = ¥n, Eq. (S2) simplifies to

(1,2) _ —3 3
w, " =Wy T Kg— V-

- -1 1
Frequency w-wj [arbitrary units]

Réf.: Hodaei et al. Science, 346 (6212) 2014




Matrices hermitiennes, unitaires et PT-symeétriques

[ es matrices hermitiennes en deux dimensions ...

o - o o N ’ o _ a 0
— non équivalentes par transformations unitaires ont 2 paramétres réels libres. ~ #~(s o)
— et ont quatre parametres libres en général: Hg:[BfiC B;icj Hg:R‘l(H,(p)(g (‘DR(@,@
» Les matrices unitaires : U :exp(ia)(ﬁgW ﬁO_ j B2yt =1

— non équivalentes ont aussi deux parametres libres:

— et quatre parametres en genéral: _ B+iycosd  —iysinfexp(-ic)
U, =exp(ia)| .= . : :
—iysin@exp(ic) [ —iycosé

 Les matrices PT-symétriques en deux dimensions
— non équivalentes ont 4 parameétres réel libres: 5, :(‘Z‘ 3} i =(0 e 5] x=7* /(5% +n’)
— et 6 parametres en général:

A+ Bcos@—iCsin (Bsin @ +iC cos 0 +iD )exp(—ip)
B (Bsin@+iCcos @ —iD)exp (ip) A-Bcos@+iCsinf
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