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Quelques règles de mécanique quantique

• Un hamiltonien permet de déterminer les énergies des états propres d’un 

système quantique: 
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Que l’hamiltonien d’un système quantique isolé soit hermitique semble aller de soi…
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• Un hamiltonien permet de déterminer l’évolution d’un état quantique:
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Ĥ• est un opérateur hermitique:

– Les valeurs d’énergie sont réelles 

– Préservation de la probabilité totale



Les auteurs montrent qu’un Hamiltonien peut avoir un 

spectre à valeurs propres réelles et conserver la probabilité 

s’il satisfait à la symétrie parité-renversement du temps (PT)
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Le spectre est entièrement réel et 

discret pour N≥2.

( ) ( )*V x V x = −



L’étude de la symétrie PT dans l’espace des 

états de polarisations 
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La polarisation de la lumière

• Le vecteur champ électrique parcourt une ellipse dont l’inclinaison et l’excentricité dépendent 

des valeurs de E0x, E0y, et φy- φx  :
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Notation condensée de Jones:
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L’opérateur PT agissant sur les états de polarisation

• Opérateur parité:  (x,y,z) → (-x,-y,-z)

• Opérateur renversement du temps:

• Opérateur PT:
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L’opérateur PT consiste à renverser seulement le sens de rotation de l’ellipse.

On remarque que P et T commutent et que   ( )
2
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k

k



Représentation dans le formalisme de Jones
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Matrices de Jones PT-symétriques
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• Une matrice de Jones JPT est PT-symétrique ssi elle commute avec l’opérateur PT
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• Faisons ce calcul dans la base {h,v}, pour laquelle on a  : 
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• JPT s’exprime différemment selon la base considérée.
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Théorème d’algèbre linéaire
(très utile en mécanique quantique)

Soient M et N deux opérateurs qui commutent et qui sont 

diagonalisables. Alors, il existe une base de vecteurs propres 

commune à M et N qui permet de diagonaliser ces deux matrices. 
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M et N n’ont pas nécessairement les mêmes valeurs propres.

En 2D, si les valeurs propres sont dégénérées, on est dans le cas trivial d’une matrice proportionnelle à la matrice identité.



Valeurs propres de l’opérateur JPT

Soit        un vecteur propre commun à PT et JPT : 
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Peut-on en conclure que les valeurs propres de JPT sont toujours réelles?

 

Quand JPT et PT partagent un vecteur propre, la valeur propre 

associée à JPT est réelle.



Calcul des vecteurs propres de PT et JPT
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• Dans la base {h,v}, on a  : 
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On note que les vecteurs propres de JPT sont aussi vecteurs propres de PT seulement 

si               . 

Mais ceci arrive seulement pour :                                            . 

Pour              ,  JPT et PT ne partagent pas de vecteurs propres. Les valeurs propres de 

JPT sont complexes conjuguées.

Pour              , les valeurs propres et les vecteurs propres de JPT sont dégénérés.
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Récapitulation
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• Selon les valeurs que prennent a,b,c, d, on a trois cas possibles: 

–  > 0: les vecteurs propres de JPT sont partagés par PT et les valeurs propres de JPT réelles 

: on dit qu’on a la symétrie PT non brisée.

–  <0:  les vecteurs propres de JPT et PT ne sont pas partagés et les valeurs propres de JPT

sont complexes conjuguées: c’est la symétrie PT dite brisée.

–  = 0: la frontière entre les deux régions correspond à la coalescence des vecteurs et 

valeurs propres, qu’on appelle aussi point exceptionnel (PE).

 ,PT h v
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c d
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, , ,a b c d  ( )

2
4a d bc = − +

Il semble que le théorème qu’on a vu tout à l’heure sur le partage des 

vecteur propres entre opérateurs qui commutent soit erroné. 

Que se passe-t-il?



Antilinéarité de PT

• On pouvait penser que, parce que PT et JPT commutent, ils devaient 

partager des vecteurs propres.

• Pour affirmer cela, nous nous sommes basés sur un théorème qui 

s’applique à des opérateurs linéaires.
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  ( ) ( )1 1 2 2 1 1 2 2PT PT PTJ c u c u c J u c J u+ = + opérateur linéaire

  ( ) ( )* *

1 1 2 2 1 1 2 2PT c u c u c PT u c PT u+ = +
opérateur 

anti-linéaire

L’antilinéarité de PT provient de l’opérateur de renversement du temps.

• Le théorème ne s’applique donc pas à notre opérateur PT.



Peut-on tirer parti de la symétrie PT en 

physique des lasers?
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Deux résonateurs qui présentent cette symétrie.



Deux résonateurs ayant la symétrie PT

1 2PTJ M M=

Caractéristiques du miroir M2:

• Présence de diatténuation entre les deux axes 

principaux orthogonaux

• Aucun déphasage

Paramètre de contrôle: le champ magnétique

Matrice d’un aller-retour est PT symétrique: 

1. Résonateur combinant l’effet Faraday et la diatténuation

Miroir diatténuant

B

M1

M2



Deux résonateurs ayant la symétrie PT (suite)

𝑥

𝑦

𝑥1(axe rapide MB)

𝑥2(axe rapide MA)

𝑦2𝑦1

a/2

a/2

Miroirs anisotropes

a

2 1PTJ TM T TM T=

Caractéristiques des miroirs anisotropes:

• Axes principaux mutuellement orthogonaux;

• Présence de diatténuation et d’un déphasage 

de p entre les axes principaux;

Paramètre de contrôle: l’angle de rotation a
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Matrice d’un aller-retour: 

2. Résonateur torsadé:



Matrice d’un cycle dans un résonateur torsadé
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Matrice de Jones d’un aller-retour (exprimée dans la base circ. gauche / circ. droite) :
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, , ,    oùCelui-ci a bien la forme canonique: 

Le paramètre a peut être utilisé pour balayer la symétrie brisée                                et non 

brisée (c <1). 

( )2 2 2 1c    + 

Il existe une valeur critique a = aPE pour laquelle c =1. En ce point, on a un PE.



Expériences d’oscillation laser: étude des valeurs propres

18

Valeurs propres
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Réf.: Bisson et Nonguierma, Phys.Rev. A,102, 043522, 2020.



Les états propres

Les états polarisation coalescent à aEP= 5o

La sphère de Poincaré 

circ. gauche

horizontale

diagonale

Réf.: Bisson et Nonguierma, Phys.Rev. A,102, 043522, 2020.



Contraste de l’onde stationnaire
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L’élimination du contraste de l’onde 

stationnaire avec le résonateur torsadé pour la 

symétrie PT brisée permet une utilisation 

optimale du gain dans le milieu amplificateur 

et prévient l’émission dans plusieurs modes.
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Réf.: Thèse de Shawn Lapointe;  Nanophotonics, 2023. https://doi.org/10.1515/nanoph-2022-0783

Miroirs anisotropes

a

L’élimination du contraste de l’onde 

stationnaire n’est cependant pas possible avec 

le résonateur exploitant l’effet Faraday

Miroir anisotrope

B

M1

M2

https://doi.org/10.1515/nanoph-2022-0783
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1c  1c 

Hermitien

†

PT PTJ J=

PT

Symétrie non brisée Symétrie brisée

Point 

exceptionnel

c → 

U

† 1

PT PTJ J −=

Les matrices de Jones Hermitiennes (polariseurs)  ou unitaires de déterminant unité (lames à 

retard) sont des cas particuliers de matrice PT-symétriques.  Les premières sont associées à                   

et les secondes à             . 0c = c → 

1c =

Valeurs propres réelles Valeurs propres complexes conjuguées

Défini en base {g,d} 
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Merci pour votre attention! 



Analogie entre la propagation de la lumière et la MQ
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Un exemple…

24

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
* r r

i i

n x n x
n x n x

n x n x

= −
= −  

= − −
gain          pertes

Réf.: Hodaei et al. Science, 346 (6212) 2014

Réf.: Hodaei et al. Science, 346 (6212) 2014



Matrices hermitiennes, unitaires et PT-symétriques

• Les matrices hermitiennes en deux dimensions …

– non équivalentes par transformations unitaires ont 2 paramètres réels libres.

– et ont quatre paramètres libres en général:

• Les matrices unitaires :

– non équivalentes ont aussi deux paramètres libres:

– et quatre paramètres en général:

• Les matrices PT-symétriques en deux dimensions 

– non équivalentes ont 4 paramètres réel libres:

– et 6 paramètres en général: 
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Toujours PT symétrique

PT symétrique si alpha est un multiple de pi/2. Quand 

alpha est un multiple de pi,  delta et eta sont nuls Chi 

tend vers l’infini

Quand alpha vaut +-pi/2, (on doit avoir beta=0: 

vraiment?) et U devient alors hermimitque aussi 
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